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Une forme exacte de la loi de conservation de la quantité de mouvement gyrocinétique est obtenue
a partir d’un principe variationel gyrocinétique dans la limite électrostatique.

1. Introduction

Le théoreme de Noether joue un role fondamental en physique théorique, dans lequel il associe une loi de conservation
exacte a toute symétrie du lagrangien. Par exemple, la loi de conservation de I’énergie est associée a la symétrie par
rapport aux translations temporelles tandis que la loi de conservation de la quantité de mouvement est associée a la
symétrie par rapport aux translations spatiales.

Le théoreme de Noether a déja été utilisé pour obtenir la loi de conservation exacte pour 1’énergie gyrocinétique
des équations Vlasov-Poisson gyrocinétiques & partir de la fonctionelle d’action gyrocinétique [1]
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ou le premier terme représente I’action de Vlasov (la somme sur les espeéces est représentée par > ) tandis que le second
terme représente 1’action de Maxwell. Cette fonctionelle d’action dépend de la distribution Vlasov F = F(z,t) é(w—H)
dans un espace de phase étendu a huit dimensions (qui inclut les coordonnées z de 1’espace de phase régulier ainsi que la
coordonnée d’énergie w et le temps t), dans lequel le mouvement physique s’effectue sur la surface H = H(z,t)—w = 0.
L’action dépend également du champ électrique perturbé E; = — V¢1 (le petit parametre e est défini ici comme le
rapport de la vitesse de dérive E x B a la vitesse thermique) tandis que le champ magnétique d’équilibre B ne joue
aucun role dynamique.
Le hamiltonien gyro-centre est défini par I’expression [2]
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ot Hge(X, py, ) et {, }gc représentent le hamiltonien centre-guide et le crochet de Poisson centre-guide [3] exprimés
dans I'espace de phase gyro-centre dans lequel X représente la position du gyro-centre, p) sa quantité de mouvement
parallele, et 1 son moment magnétique (I'invariant adiabatique associé a ’angle de giration (). Le potentiel perturbé
P1gec = 01(X + p, t) dépend de l'angle de giration ¢, (- - -) représente la moyenne sur ’angle de giration, et le potentiel

perturbé <I)1gc, qui dépend de ’angle de giration ¢ de fagon explicite, est défini par I’expression 8ff>1gc /O¢ = (Elgc =
G1gec — (@P1gc). Avec ces définitions, nous pouvons écrire la dérivée fonctionnelle
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ol la distribution de Dirac gyro-centre 5g’c = 03(X + p — x) est exprimée en termes de la position du gyro-centre X
et le rayon de gyroration p, & un point fixe x donné. Notons que la dépendance temporelle du hamiltonien (2) n’est
reliée qu‘au potentiel perturbé ¢; tandis que la dépendance spatialle est reliée au potential ¢, ainsi qu’au champ
magnétique B.

La variation §A = [ §L£ d*x de I'action gyrocinétique (1) s’écrit en terme de la variation de la densité lagrangienne
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ol nous avons utilisé la variation vlasovienne §F = {S, F}4c (qui obéit & la contrainte [ §F d®Z = 0) exprimée a
l'aide d’une fonction génératrice S d’un déplacement virtuel dans l'espace de phase. Un réarrangement des termes
dans la variation (4) nous permet de la réécrire sous la forme
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ou les composantes de la densité quadri-dimensionelle de Noether sont
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avec X = {X, H}gc représentant la vitesse gyro-centrique.

Le principe variationnel [ 6L d*x = 0, pour toutes variations (S, §¢;) qui s’annulent sur les frontieres d’intégration,
nous donne ’équation de Vlasov gyrocinétique étendue {F, H}se = 0, qui se transforme en 1’équation Vlasov gy-
rocinétique réguliere
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apres avoir effectué une intégration sur la coordonnée d’énergie w, ainsi que 1’équation de Poisson gyrocinétique
)
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2. Loi de conservation de la quantité du mouvement gyrocinétique

L’insertion des équations Vlasov-Poisson gyrocinétiques (7)-(8) dans la variation (5) nous donne l’équation de
Noether gyrocinétique
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ou les variations associées aux translations spatiales x — x 4+ dx sont

S = mX-ix
5¢1 = —5X°V¢1 = 5X°E1 . (10)
5L = —6x-VL + 6x-VB-9L/OB

Notons que la présence du deuxieme terme dans ’expression pour £ garantit que seules les contributions associées
aux champs dynamiques F et E; = — V¢, sont prises en compte. La loi de conservation de la quantité de mouvement
gyrocinétique devient donc
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ou la densité d’impulsion IT et le tenseur de pression T gyrocinétiques sont
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Selon le théoreme de Noether, la composante toroidale de 'impulsion gyro-centre
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obéit & une loi de conservation exacte en géométrie magnétique axisymétrique (représentée en termes des coordonnées
magnétiques 1, 0, et ¢, avec Jacobien [J), ol la vitesse toroidale ¢ est décomposée en termes de contributions centre-
guide (indépendante de ¢1) et gyro-centre (proportionelle & E;). Cette loi de conservation, moyennée sur une surface

de flux magnétique v, avec les définitions (---) = V= [ (---) T dpdf et V = [ T dp db, s’exprime sous la forme
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ou le flux radial moyenné nga de I'impulsion toroidale s’exprime [4] en termes de coefficients de transport toroidal
convectif (proportionel & la vitesse toroidale ), diffusif (proportionel au gradient de la vitesse toroidale 9 /),
et résiduel (indépendant de ¢ et 9p/d1). Une discussion élaborée de cette loi de conservation (15), ainsi que sa
généralisation au cas de champs fluctuants électromagnétiques, sera présentée dans une autre publication [5].

3. Conclusion

Le théoreme de Noether nous permets d’associer une loi de conservation exacte a toute symétrie de la densité
lagrangienne, méme si cette densité est obtenue & partir d’'une réduction dynamique asymptotique (telle que la
réduction gyro-centre). Nous remarquons que ces lois de conservation ne sont pas obtenues indirectement & partir de
moments de ’équation Vlasov gyrocinétique (7) [4] mais directement & partir de ’équation de Noether (9).
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